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Introduction

L’objectif de ces travaux d’études et de recherches est 1’étude du comportement des
composantes connexes de grandes tailles (c’est-a-dire maximale) d"un graphe aléatoire
et de leur éventuelle unicité. On se place dans le cas particulier du graphe d’Erd6s-Rényi
avec n sommets et distribution d’arétes p en prenant n arbitrairement grand. C’est un
graphe ot il existe une aréte entre deux sommets quelconques du graphes avec probabi-
lité p, indépendamment pour chacun des n sommets. Ce modéle de graphes aléatoires
a été 1'objet d’études de Paul Erdés et Alfréd Rényi [6] durant les années 1960. Ils se
consacrent notamment a 1’étude des composantes connexes du graphe.

Il s’agira donc par la suite de présenter proprement le graphe d’Erd6s-Rényi ainsi
que les processus de branchement, outils essentiels pour I'exploration d’un graphe et
donc I'étude de ses composantes connexes.

On rappelera aussi quelques résultats généraux qui s’avereront utiles pour notre déve-
loppement.

On s’intéressera alors au cas ou 7 est grand et olt p = A/n pour un certain A > 0.
Suivant les valeurs de ce A, les composantes de taille maximale vont alors avoir des
propriétés fort intéressantes.

En effet, trois cas principaux ont été distingués lors des études d’Erdds et Rényi :
- le régime sur-critique lorsque A > 1 : la taille de la composante maximale est d’ordre n.
- le régime critique lorsque A = 1 : la taille de la composante maximale est d’ordre n%/3.
- le régime sous-critique lorsque A < 1 : la taille de la composante maximale est d’ordre

log(n).

Nous allons énoncer et prouver ces résultats en suivant Van der Hofstadt [1] mais
nous allons généraliser ces trois cas en regardant I'évolution de la taille de la compo-
sante maximale lorsque A > 1 (resp A < 1) tend vers 1, il s’agira de la fenétre critique
par le haut ( resp fenétre critique par le bas ). Nous pousserons et adapterons donc les
preuves de Van der Hofstadt pour approcher la fenétre critique. Les preuves que nous
ferrons utiliseront des calculs de premier et second moments, ainsi que des couplages.

Enfin, nous ferons quelques simulations afin de concrétiser et vérifier les résultats
énoncés.

ii



Chapitre 1

Graphe d’Erd6s-Rényi et notions
essentielles

1.1 Le graphe d’Erd6s-Rényi

Définition 1.1 (Graphe d’Erd6s-Rényi). Le graphe aléatoire d’Erdds-Rényi a n sommets dans
[n] et distribution d’arétes p, noté ER,(p), est un graphe aléatoire oi tous sommets v et v’
distincts sont reliés avec probabilité p de maniere indépendante, i.-e. :

Vo,o" € [n], P(v<d') =p (1.1)

Définition 1.2 (Matrice de correspondance).
La matrice de correspondance du graphe ER,,(p) est

(Bij)1<ij<n (1.2)

oit les B;; sont des variables aléatoires de loi Ber(p) valant 1 si i <+ j et O sinon. Elles sont
indépendantes.

Remarque. Les (B;;)1<i<j<n sont i.i.d. mais pas les (B;)1<ij<n car Vi, j, B;; = Bj.

Dans la suite, on désignera par C(v) la composante d'un sommet v du graphe et
|Cinax| la taille d'une composante maximale.

1.2 Processus de branchement et résultats essentiels

Afin d’obtenir la taille de toutes les composantes de notre graphe ER,(p), nous al-
lons devoir utiliser une certaine vision des processus de branchement : les processus
d’exploration. Nous commencerons par quelques rappels et autres énoncés sur les pro-
cessus de branchement en général avant d’aller plus avant en explorant ER,(p).
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2 CHAPITRE 1. GRAPHE D’ERDOS-RENYI ET NOTIONS ESSENTIELLES

Dans le cadre que nous nous sommes fixé pour 1’étude du graphe d’Erd8s-Rényi, les
processus considérés sont tout simplement des processus de branchement de Galton-
Watson avec loi de reproduction binomiale Bin(n, p).

Définition 1.3 (Processus de Galton-Watson). Un processus Z de Galton-Watson avec loi de
reproduction i est tel que si on se donne une famille de variables aléatoires i.i.d. (X, ;) i>1 ~ X
de loi y alors
Zy1
Zo=TletVn>1,Z, =) Xy, (1.3)
i=1

On désignera la probabilité d’extinction d’un processus de Galton-Watson Z par
n=P((En:Z,=0) (1.4)

et la probabilité de survie par
{=1-y (15)

Pour un processus de branchement de Galton-Watson quelconque Z admettant un
moment d’ordre 1 fini, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.4. Considérons un processus de Galton-Watson Z de loi de reproduction u en
employant les notations de la définition 1.3.

SiE[X] < lalorsny = 1.

SiE[X] > lalorsny < 1.

SIE[X]=1etP(X=1) <1lalorsy = 1.

De plus, 1 est le plus petit point fixe dans [0, 1] de la fonction génératrice Gy de X.

Nous allons maintenant énoncer quelques résultats bien connus donnant des bornes
qui nous servirons souvent dans la suite :

Théoréme 1.5 (Inégalité de Markov).
Soit X une variable aléatoire positive telle que E[X] < oo. Alors,

E[X]

P(X>a) < .

(1.6)

Théoreme 1.6 (Inégalité de Chebychev). Soit X une variable aléatoire intégrable. Alors,

< Var(X)'

P(|X - E[X]| > a) (1.7)

az



1.2. PROCESSUS DE BRANCHEMENT ET RESULTATS ESSENTIELS 3

Proposition 1.7 (Borne de Chernoff). Soit X une variable aléatoire intégrable, a € R. Alors,

P(X >a) <exp(—¢*(a)) (1.8)
ol
¢*(a) = sup(Aa — log (E[e"]) (19)
A>0

Nous allons maitenant énoncer et démontrer la formule de Kemperman qui inter-
viendra plus d’une fois dans la suite.

Soit (Y;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. deloi a supportdans {—1,0,1,2,3,...}.

On note P pour la loi d"une marche aléatoire partant de k. Soit S, = k+ Y1 +---+ Y},
la position de la marche partant de k apres n étapes. Enfin notons

Hy=inf{n:S, =0} (1.10)
le premier temps d’atteinte de 0 de la marche aléatoire.

Théoreme 1.8 (Théoreme du Temps d’Atteinte ou Formule de Kemperman). Avec les
notations ci-dessus, on a

Py(Hp = n) = %]Pk(sn ~0). (111)

On démontrera ce théoreme dans la partie qui suit.
Aussi, voici la formule de Stirling qui s’avére toujours bien utile.

Théoréme 1.9 (Formule de Stirling).

n
nl~ :—n\/Znn (1.12)

Voici maintenant quelques résultats sur les processus binomiaux et de Poisson :

Lemme 1.10 (Grande déviation pour la loi binomiale).
Soit X,, une variable aléatoire de loi binomiale de parametres n et p. Alors, pour tout a € (p, 1],

P(X, > na) < e ™M@ (1.13)

" I(a) = alog (%) + (1 —a) log (=—2) (1.14)
De plus, en posant

I,(a) =p—a—alog(p/a), (1.15)

ona
I(a) > Iy(a) (1.16)



4 CHAPITRE 1. GRAPHE D’ERDOS-RENYI ET NOTIONS ESSENTIELLES

Proposition 1.11 (Loi de la progéniture totale d'un processus de branchement de Pois-
son). La progéniture totale T* d'un processus de branchement de Poisson de parametre A est
telle que pour tout n,

Py (T =n) = e M. (1.17)

Théoreme 1.12 (Processus de branchement de Poisson et binomial). On considere un pro-
cessus de branchement binomial de parameétres n et p et un processus de branchement de Poisson
de parameétre A = np. Notons T et T* les progénitures totales respectives de ces processus. On a
pour tout k > 1,

P, (T > k) = P;(T* > k) + en(k), (1.18)
ol
)LZ k—1
ealR)] < 2 Y P(T* > 5). (1.19)
s=1

En particulier, |e, (k)| < kA% /n.

1.3 Preuves des résultats essentiels

Preuve du théoréme 1.4.

Notons
in = P(Zy = 0). (1.20)

Par croissance des événements ({Z, = 0}),, on a7, T 7. Soit
Vs, Gu(s) = E[s%1], (1.21)

la fonction génératrice du nombre d’individus de la n-ieme génération. Comme Z,, est
une variable aléatoire entiére, on a

i = Gu(0). (122)

En conditionnant par rapporta Z;, on a
Vs, Gu(s) = E[s™] = Y p({iDE[s”|Z1 = i] = ) u({i})Gp1(s)' (1.23)
i=0 i=0
Alors, en notant Gx = Gj la fonction génératrice de Xj 1, il vient
Vn € N*, Vs, Gy (s) = Gx(G,—1(5)). (1.24)

En particulier, pour s = 0, on obtient

Vn € N*, 1, = Gx(11,-1) (1.25)
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En passant a la limite quand n — oo et par continuité de Gx

n = Gx(n). (1.26)

SilP(X =1) = 1alors Z, = 1 p.s. donc le résultat est immédiat. Si P(X < 1) = 1 et
P(X =0)>0alorsP(Z, =0)=1—(1—-1P(Z, =0))" — 1 et le résultat est immédiat.
On se contentera donc dans la suite de la preuve de supposer que P(X < 1) < 1.

Soit ¢ € [0,1] un autre point fixe de Gx et montrons que Vn € IN,#, < i donc
n < ¥ en passant a la limite quand n — oo. Procédons par récurrence. On a déja que
o = 0 < ¢. Puis sing,_1 < ¢ alors par croissance de Gx et comme ¢ est un point fixe de
Gx on a bien

M = Gx(1n-1) < Gx(¥) = ¢, (1.27)
ce qui acheve la récurrence. Donc 7 est le plus petit point fixe dans [0, 1] de Gx.
On remarque que Gx est une fonction croissante et deux fois dérivable. On a d’apres le
théoreme de dérivabilité sous le signe intégral Vs > 0

Gy(s) = E[X(X —1)sX7?] >0, (1.28)

ainsi Gx est convexe sur R™.

De plus, quand P(X < 1) < 1, Gx est strictement croissante et strictement convexe
sur R%. Ainsi il y a au plus deux points fixes de Gx dans [0,1] et 1 est toujours un
point fixe de Gx. Comme de plus Gx(0) > 0, il y a exactement un point fixe quand

Gx(1) = E[X] < 1donc 4 = 1 et deux quand Gy(1) > 1 donc 5 < 1. Enfin, quand

Gyx(1) =1,siP(X =1) < 1,il y a exactement un point fixe. Ceci termine la preuve. [

Preuve du théoréme 1.5. L'inégalité 1.6 provient directement de

aP(X > a) < E[Xl{x>q] < E[X]. (1.29)
O
Preuve du théoreme 1.6. 11 suffit de remarquer que
P(|X — E[X]| > a) = P((X — E[X])? > a?). (1.30)
On conclut ensuite par 'inégalité de Markov 1.6. O

Preuve de la proposition 1.7.
D’apres Markov, on a:

VA € RY,P(X > a) = P(eM > M)
< ]E[e/\X]e—)\a

< inf log (E[e*X]) —
< infeexp (log (E[e™"]) — Aa)

< exp (inf (log (E[e™¥]) — Aa)

<exp(—¢"(a))
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Pour démontrer le théoreme 1.8, nous aurons besoin du lemme suivant (cf. [2] page
122)

Lemme 1.13 (Temps d’atteinte par rotations cycliques). Soit Y = (Y1,...,Y,) une suite
de variables aléatoires de loi a support dans {—1,0,1,2,3,...} telle que Y} | Y; = —k pour un
certain k € {1,...,n}. Alors il existe exactement k termes dans {1,...,n} notés iy, ..., i tels
que n soit le Premier Temps d’Atteinte de —k pour (i) Vie{l,..., k}.

Preuve du théoréme 1.8. ,
On note, pour touti € Net! € {1,...,n}, Yl(l) =Y i Li<n + Yirionlivisn.

Aussi, on note S,S? =k+ Yl(i) +...+ Y;Sf).

Ona .
Py(Ho=n) = &YX Pi(Hg) =)
= kL o]
(d'apres le lemme 1.13) = 1B [k1g, o).
On a donc L
Py(Ho = 1) = ~Pk(Sy = 0) (131)
ce qui démontre le théoreme 1.8. O
Preuve du lemme 1.13. Considérons s, = Zé‘:l Y; et notons s — Zﬁ‘zl X[

Alors notons i = m le plus petit i tel que s; = minj<j<; S;
Tout d’abord, remplagons Y par y(m) = Yat, - Yu, Y1, 00, Yim).
On a donc que n est le Premier temps d’Atteinte de -k pour Y™,

(m) _

En effet, supposons que 3 j < n tel que s = —k. Alors supposons dans un premier

temps que j < n —m.
Dans ce cas :

(m)

s = Sn—Sm— (Sn — Sm+j)
= Sm+j — Sm
> 0
car Sy = Miny<j<nSj-
Ceci est une contradiction car s](m) = —k.

Supposons maintenant que j > n — m.
Alors
](m) = Su—Sm T Sj—ntm
= —k—sm+ Sj—n+m
> —k
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car m est le plus petit indice tel que s,, = minj<j<, sjorj—n+m < mdoncsy < S;_yim-
(m) _

Ceci est aussi une contradiction car s ;= —k.
Donc 7 est bien le Premier temps d’Atteinte de —k pour Y ("),

Montrons maintenant qu’il y a exactement k rotations cycliques telles que le Premier
temps d’Atteinte de —k est n. Soit Y = (Y3, ..., Yy) une suite telle que n soit le Premier
temps d’Atteinte de —k. Notons a7, ..., a; les Premiers temps d’Atteinte respectifs de

—1,...,—k. Nous avons par conséquent n = ay.

Montrons que pour tout 1 <t < a4, le Premier temps d’Atteinte de —k pour Y(;) est
plus petit que 1 mais que # est le Premier temps d’Atteinte de —k pour Y(*1),

Soitl] <t < wa;.0nas; > 0dou s,(fzt =5, —s; < —k. Donc s(*) atteint —k avant le

temps 7. On a bien que pour tout 1 <t < &y, n n’est pas le Premier temps d’Atteinte de
—k pour Y,
Soit m < n — wq. Alors
() — — 5y > —k+1 1.32
Sm Sq14+m — Say = + (1.32)

car a1 +m < ndonc sy, ym > —kets, = —1.

Soitn — a7 < m < n. Alors

R R (1.33)
car s,(ff,ll =—k+Tets, (_a) =0.

(a1)

On a donc que pour tout m < n, s, ' > —k+ 1. Donc n est bien le Premier temps
d’Atteinte de —k pour Y1),

Maintenant il suffit de réitérer le procédé en montrant que pour tout1 <i < k, n est
le Premier temps d’Atteinte de —k pour Y(®) et que pour tout a; < m < w1, n n'est
pas le Premiers temps d’Atteinte de —k pour Y ("),

On a donc bien qu’il existe exactement k rotations cycliques ( qui sont les rotations
de a; pour tout 1 < i < k) telles que n soit le Premier temps d’Atteinte de —k pour la
suite.

O

Preuve du lemme 1.10.
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En reprenant la preuve de la proposition 1.7, et avec X; ~ Ber(p),

I(a) = sup(ta —log (E[¢'*1])) = sup(ta — log (pe' + (1 —p)))

>0 £>0
a 1—a
=alog(—)+(1—a)lo . (1.34)
5(5) + (1-)log (=)
On remarque que pour f > 0,
pet + (1—p) =1+ p(e! —1) < el 1), (1.35)
donc
I(a) > sup(ta —p(e' —1)) = p—a—alog(p/a) = L,(a). (1.36)
£>0
On conclut par Chernoff (proposition 1.7). O

Preuve de la proposition 1.11.
Cette propositon découle du théoréme 1.8 en prenantk = 1 et Vi, ¥; = X —1.Ona

P(T* = n) = P1(Hy = n)

1

1
= ElPl(l +Y1+..+Y,=0)
1
= EIP(1+X{+...+X;—n:0)
1
= EIP(X}‘ + ot Xi=n—-1). (1.37)

Or, les X étant des variables i.i.d. de loi de Poisson de parametre A, leur somme suit
une loi de Poisson de parametre An. Donc

1(An)" (),

P(T* =n) = ” (n—l)!e =" (1.38)

]

Afin de prouver le théoréme 1.12, énongons la proposition suivante, que 1'on démon-
trera un peu plus loin.

Proposition 1.14 (Limite de Poisson pour des variables binomiales). De maniere générale,

n
soient des variables aléatoires indépendantes (1;)1<i<, telles que I; ~ Ber(p;) et A = Y p;. Soit
i=1
n
X =Y Iy et Y unevariable aléatoire de loi de Poisson de parametre A. Il existe alors un couplage
i=1
(X,Y) de X et Y tel que
n
P(X#Y) <Y pi. (1.39)
i=1
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En particulier, cela s’applique lorsque X suit une loi binomiale de parametres n et A/n. En ce
cas : o °
P(X#Y) < —. (1.40)

Preuve du théoréme 1.12.

Nous allons faire une preuve par couplage grace aux arguments de la proposition 1.14
(prouvée ci-apres). On décrit les processus de branchement par leur loi de reproduction,
a savoir des variables binomiales et de Poisson respectivement. On applique le couplage
de la proposition 1.14 pour chacune des variables X; et X} qui caractérisent les processus
de branchement , avec X; ~ Bin(n,A/n), X} ~ Poi(\) et

P(X, £ X7) < 2 (1.41)

Les vecteurs (X;, X)i<; sont ii.d.. P désignera la loi jointe du couplage obtenu ci-
dessus.
On observe en premier lieu que

Pyp(T > k) = P(T >k T > k) +P(T > j,T* <k), (1.42)
et
lP}‘\(T* > k) = IP(T >k, T > k) —l—]P(T <k T"> k). (1.43)

En soustrayant, il vient
Pup(T > k) —Py(T" > k)| <max{P(T >k, T* <k),P(T <kT">k)}. (144)

On va alors appliquer la proposition 1.14 et le fait que {T > k} ne dépend que de
Xi, ..., Xg_1. Ainsi T est un temps d’arrét pour la filtration c(Xj, ..., Xi), de méme, T* est
un temps d’arrét pour la filtration o (X7, ..., X{).

Quand T > ket T* < k,ouquand T < ket T* > k, il existe nécessairement un s < k
tel que X; # X7 . On obtient alors une borne en considérant le premier tel s :

k-1
P(T >k T <k) <Y P(X;=X;Vi<s—1,Xs # X, T >k). (1.45)
s=1

On observe que quand X; = X7 pour touti < s —1etT > k alors pour touti <s—1,
Xj+ ..+ X7 >idouT* > s. De plus, T* étant un temps d’arrét pour o(Xj, ..., X{),
{T* > s} estindépendant de {X; # X} }. On obtient alors

k—1
P(T >k T <k) <Y P(T* >s X #X;)

=Y P(T* > s)P(Xs # X{). (1.46)
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D’apres la proposition 1.14, on a donc
A2 k=1
P(T >k, T <k) < — Y P(T* >5s). (1.47)
s=1

Par un raisonnement similaire, il vient

T

1
P(T <kT*>k) <Y P(T* >s)P(X, # X7)
1

«
Il

A2 k-1
<Z VY P(T* >s). (1.48)
n =
s=1
On applique ceci a (1.44)
A2 k—
|Pup(T > k) —IPA(T" > k)| < —ZIPA (T* > s). (1.49)
Ceci acheve la preuve. O

Preuve de la proposition 1.14.
Soient (I;)1<j<, des variables indépendantes de loi Ber(p;) et (Ji)1<i<, des variables
indépendantes de loi Poi(p;). On abrégera

pix =P(I; = x) etg;, = P(J; = x). (1.50)

Soit (I, J;) un couplage maximal (i.-e. maximisant P(I; = [;)) de I; et J;, (;, J;); indépen-
dants. Voir [1] page 59-60 pour de plus amples explications sur ce couplage maximal. On
a

~ ~

P(l; = Ji = x) = min {p; », qi x}
= (1= pi)lz=oy + pie” "Liqy (1.51)

car pour x = 0,1 — p; < e~ ?i. On va maintenant utiliser le fait que 1 —e™7i < p; :

P(li#fi)=1-PLi=Ji)=1-(1—p)—pe Pi=pi(1—eP)<p;. (152

n n A A
On pose ensuite X = Z lietY = ¥ Ji. X a méme loi que X et Y a méme loi que
i=1

Y ~ Poi(p1 + ... + pn). Par o-additivité et 'inégalité précédente, il vient

PR £7) <P(UL#T) <Y P £]) <Y 52 (159)
i=1

i=1 i=1
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1.4 Exploration des composantes du graphe

On s’inspirera ici de [4].

Nous sommes maintenant en mesure de décrire le processus d’exploration dans le
graphe ER,(p) qui, on le verra plus loin, pourra étre couplé au processus de branche-
ment dans l'arbre binomial de parametres n et p. Il y a en fait deux processus d’ex-
ploration possibles : le Breadth-First Search (BFS) et le Depth-First Search (DFS), ou en
francais recherche en largeur et recherche en profondeur. Les deux processus sont assez
similaires, a ceci pres que le premier repose sur une structure de liste (First In First Out)
et le second sur une structure de pile (First In Last Out).

Dans les deux cas, on commence par définir 3 états possibles pour les sommets du
graphe lors de son exploration : inactif, actif et neutre. On désignera par I;, A; et N;
les ensembles des sommets respectivement inactifs (explorés), actifs et neutres a 'étape
t € IN de I’exploration. Ces trois ensembles sont toujours disjoints et recouvrent [n].

Considérons maintenant le cas DFS et explorons la composante d'un sommet v € [n],
par exemple le sommet 1. Ici, A sera vu comme une pile. Au temps t = 0, Iy est vide,
Ayg = {1} et Ngp = {2,..,n}. Pour passer de I'étape t a I'étape t + 1, on considere le
dernier sommet v; ajouté a A;, appelé sommet courant, et on teste pour des voisins
dans N;. Si vy admet des voisins dans Ny, alors on les déplace dans A; et on passe a
I’étape suivante, sinon on déplace v; dans I;. On ne passe a I'étape t + 1 que quand I
comporte t sommets. L'exploration de la composante s’arréte quand A; est vide, elle est
alors de taille T = inf{t : |A¢| = 0} (T est un temps d’arrét).

Remarque. I est important d’observer qu’a la fin de I'étape t, juste avant de passer a I’étape
t + 1, Iy comporte t sommets et on est assuré que la composante contient au moins t + | Ay|
sommets. Dans la suite, on notera souvent Sy = |A¢| a la fin de I'étape t.

Pour explorer le graphe entierement avec la méthode DEFS, il suffit de prendre un
nouveau sommet neutre (par exemple le plus petit restant pour ’ordre défini sur [n]) et
de le placer dans A;, on explore alors la composante de ce sommet et on recommence
jusqu’a ce que A; et N; soient tous les deux vides. On explore ainsi une a une chaque
composante connexe du graphe en profondeur. C’est-a-dire que quand un sommet a
plusieurs enfants, on regarde une par une la descendance de chaque enfant plutét que
de faire un comptage génération par génération.

La méthode BFS explore elle aussi la composante connexe d’'un sommet v donné
mais en regardant ce qui se passe génération par génération :i.-e. on explore entierement
I'ensemble des sommets a distance de graphe k de v avant de regarder les sommets plus
éloignés. L'initialisation est la méme que dans le cas DFS ; ensuite, pour passer de 1’étape
tat+ 1, onregarde les voisins dans N; du premier élément v; de la liste A;, on les ajoute
a la queue de la liste A;, puis on enleve v; de A; pour le placer dans I;. Ainsi, 1a encore
I; contient exactement f sommets a la fin de la t-ieme étape et la composante de v est de
taille T = inf{t : |A;| = 0}.
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Pour explorer tout le graphe, on relance 1’algorithme BFS sur un nouveau sommet
neutre jusqu’a épuiser tous les sommets.

Dans les deux cas, quand on dira a I’avenir "a I'étape t", on sous-entendra en fait "a
la fin de I'étape t juste avant de passer a t +1".

Le choix de la méthode DFS ou BFS n’importe pas car la donnée intéressante est le
nombre de sommets actifs a chaque étape et il est le méme peu importe la méthode.
Dans la suite, quand nous ferrons référence a 'exploration du graphe, nous ne préfere-
rons donc pas une méthode a l'autre, a I’'exception des simulations ou il a fallut faire un
choix pour le codage de 'exploration.

1.5 Probabilité de survie des processus de branchement

On suivra [3].

Pour la démonstration de la taille de la composante maximale dans la fenétre cri-
tique, nous aurons besoin de résultats sur les processus de branchement de Galton-
Watson avec une distribution Z sur la progéniture d"un arbre construit comme suit :
Nous avons un unique sommet a la génération 0. Chaque sommet de la génération t
a un nombre aléatoire d’enfants a la génération t+1 avec la distribution Z. Le nombre
d’enfants de chaque élément est indépendant des autres éléments de 1’arbre. On sait
que si E[Z] > 1 alors la probabilité de survie q est 'unique solution dans (0,1] de
1—q = gz(1 —gq) ot gz est la fonction génératrice de Z. Lorsque E[Z] < 1 'espérance
du nombre total de sommets dans le processus de branchement est

1

1+]E[Z]+1E[Z]2+---:1_—M,

(1.54)

et en particulier, la probabilité de survie du processus est 0. Notons maintenant 7, ,
le processus de branchement binomial de parametres n et p, c’est a dire un processus
de branchement ot la progéniture suit une loi Bin(n,p). Alors la fonction génératrice
SBin(n,p) Satisfait a

n n _
SBin(np)(X) = Y (k) pr1—p)" R = (1 - p(1—x))",
k=0
lorsque np > 1 la probabilité de survie g = gy, , satisfait a
1—q=(1-pg)"

On vérifie alors que sie = np — 1 ~ 0 avec ¢ > 0 alors

g~ 2¢ (1.55)
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De méme, la probabilité de survie () d"un processus de branchement de Poisson de

parametre A est équivalenta 2e quand A =1+ eoutl =1—€cet0 < e = e(n) - 0.
n (o)

Démontrons ce dernier résultat :
la probabilité d’extinction #, d’un processus de branchement de Poisson de para-
metre A est 'unique point fixe dans [0, 1[ de la fonction génératrice d’ou

;7/\ — ef)\(lfrl?x)
1-— C)\ = e’AQ.

Or quand A — 1, { — 0 donc on peut faire un développement limité de 1’exponen-
tielle :

A?3
1-0 =1-A0, + A+0(AZC%)

A—1= AZZQ(1+0(1))
e =0 (11 01)

et comme A — 1, on a bien
Cr ~ 2€ (1.56)



Chapitre 2

Régime sur-critique

2.1 Existence et unicité de la composante géante

On suivra [1].
On note {, = 1 — 1, la probabilité de survie d'un processus de branchement de
Poisson de parametre A. Dans tout ce chapitre, on prendra A = A(n) =1+ €e(n) > 1 tel

que € > n~1/3(log (n))1/?, avec la notation f >> g pour é — oo quand n — o0.
Théoreme 2.1 (Loi des grands nombres pour la composante géante).
|Cmax|
nga

T (2.1)

Un sommet quelconque du graphe ayant une probabilité () d’étre dans une grande
composante (i-e de taille maximale), le nombre de sommets dans une grande com-
posante est de 'ordre de {)n. Le Théoreme 2.1 implique alors que tous les sommets
qui appartiennent a des grandes composantes sont en fait dans une unique composante
connexe, que 1’on appelle la composante géante.

Avant de prouver le théoréme 2.1, crucial pour 'étude du régime sur-critique, nous
allons énoncer les propositions (temporairement admises) suivantes qui représentent
les points essentiels de la démonstration.

Posons
Iy =A—1-1log(A). (2.2)
On remarquera que
2
Iy ~ % (n —s o) (2.3)

sie(n) — 0.

14
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Soit
](IX, A) - 1(1—67/\“)/0( (24)
On remarquera que quand € — 0, comme { ~ 2¢, en prenanta = ¢'{, ¢’ <1,
1,1—e M 1—e M
J,A) = S(——-1)*+o(————1)
2 b
1— N2 .2
~ % (2.5)

Théoréme 2.2 (Il n'y a pas de composante intermédiaire). Prenons k, = ﬁ log (n) et
a = c'yoitc > Tetc < 1sonttels que c(1—c")? > 1, et posons § = 1 — 7] (a; A) oil
J(a; A) est défini en (2.4). Alors il existe &' < & qui ne dépend pas de A tel qu’il n’y a pas de
composante connexe de taille comprise entre ky, et an avec probabilité supérieure a 1 — O(n=?").

Remarque. Cela implique donc que, en notant Cy la deuxieme plus grande composante du
graphe, P (k, < |Ca|) — 0 quand n — oo.

Lemme 2.3 (Couplage). (1) Pour tous n et p, les arbres aléatoires Ty et Ty, correspondant
respectivement au processus d’exploration de C(v) et a I'arbre binomial de parametres n et p
peuvent étre couplés de sorte que T, C Ty p.

(2) Pour tous n, ket p, il existe un couplage entre les variables entieres |C(v)| et | T,y | de telle
sorte que soit |C(v)| > | T, |, soit les deux sont de taille au moins k.

Théoréme 2.4 (Borne inférieure pour la queue de la composante connexe). Pour tout
k € [n],
P, p(

oit T= est la progéniture totale d’'un processus de branchement avec distribution bindmiale de
parametres n — k et p = %

C(1)| > k) > Py, (T= > k), (2.6)

Commencons par montrer que |C(v)| > ky,, pour k, = 1, log (n) avec ¢ > 1, est
proche de la probabilité de survie d'un processus de branchement de Poisson de para-
metre A.

Proposition 2.5 (La queue de la composante est la probabilité de survie du processus de
branchement). Soit ¢ > 1, posons k, = {-log (n). Pour n assez grand, on a :

PA(IC(0)| > kn) = {r +O(kn/n) (2.7)

Notons
xX<k(A) = E[[C(v)[L1c(0)|<k}] (2.8)

et remarquons que cette quantité ne dépend pas du sommet v choisi.
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Définissons
Zxk = ) Ljew)=k- (29)

ve(n]

Un argument de second moment va étre nécessaire dans la preuve du théoréme 2.1,
c’est pourquoi il nous faut contrdler la variance de Z> :

Proposition 2.6 (Une estimation sur la variance de Zy). Pour tout n et k € [n],

Vﬂ?’)\(zzk) < (/\k + 1)n)(<k()t) (210)

Corollaire 2.7 (Concentration du nombre de sommets dans les grandes composantes).
Soit ¢ > 1, posons ky = {-log (n) et soit v € (3,1). Alors pour chaque 6 < 2v — 1, pour n
grand qui ne dépend pas de A,

P, (|Zsk, —nal > n") = O0(n~?) (2.11)

Proposition 2.8 (Borne exponentielle pour les composantes sur-critiques de taille infé-
rieure & {yn). Soit ¢ > 1, ¢’ < 1, tels que c(1 — ¢’)? > 3. Posons k, = 1 log(n)eta = c'C).
Alors, pour n > 2A,

Py (ky < |C(v)] < an) < e knl@h) /11 — oI, (2.12)
—C 7()/ 2
De plus, si e — 0 quand n — oo, alors la borne tend vers 0 plus vite que "2/130#
8 (1)

Pour la suite, fixons v € [3;1], & = /() avec ¢’ € [;1] et prenons k, = 1, log (n)

avec ¢ > 1, de telle sorte que c(1 — ¢’)? > 1. Soit £, I'événement tel que :
(1) |Z>g, —nla| < n¥
(2) Il n’existe pas de v € [n] tel que k, < |C(v)| < an.

Lemme 2.9 (La taille de la composante géante est égale a Z~y ). L'événement &, a lieu
avec grande probabilité, i.e., si &y est le minimum entre &' du Théoreme 2.2 et 5 du Corollaire
2.7, alors P (ES) = O(n%). De plus, |Ciax| = Z>r,-

Soit S; le nombre de sommets actifs dans le Graphe d’Erd6s-Rényi. Posons, comme
pour le processus de branchement,
So=1, St=51+Xt—1, (2.13)

ou X; est le nombre de sommets qui deviennent actifs a la t'“"* étape apres I'exploration
du sommet v;, celui-ci devenant inactif.
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Nous avons donc a la t* étape dans un graphe d’Erdés-Rényi a n sommets, S;
sommets actifs, t sommets inactifs et n — t — S; sommets neutres.
Chaque couple de sommets ayant une probabilité p d’étre reli¢, on a donc :

X~ Bin(n - (i’ - 1) - Stfl,p). (214)

Proposition 2.10 (La loi de S;). Pour tout t € [n], et (St)¢>0 satisfaisant les relations 2.13 et
214, 0na:
Si+(t—1) ~Bin(n—1,1—(1—p)"). (2.15)

On restreindra I'usage de cette proposition au cas oit |C(v)| > t, car on ne s’intéresse pas i ce
qu’il advient une fois I'exploration terminée.

Proposition 2.11 (Unicité de la solution dans 1'équation de la survie de la probabilité
de Poisson). L'unique solution dans (0,1] de I'équation 1 — e™** = a est & = {, 0it ) est la
probabilité de survie pour un processus de Poisson de parametre A.

2.2 Preuve des résultats sur-critiques

Preuve du théoreme 2.1.

Ce théoreme se montre en quelques étapes découlant chacune des propositions et autres
corollaires énoncés plus hauts. Tout repose ici sur Z-y, défini en (2.9), le nombre de
sommets dans les composantes de taille au moins k.

Soientc > 1et 3 < ¢’ < 1tels que ¢(1 — ¢’)> > 1. Dans un premier temps, on prend
kn = 1 log (n) et on calcule

EA[Z>k,] = nPA(IC(v)] = k). (2.16)
On évalue alors P, (|C(v)| > k,) al’aide la proposition 2.5 :
Pr(IC(0)] = kn) = Cx + O(kn/n)
=51+ 0(BM))

I)J’l
=&r(1+0(1)) (217)

car hﬁ‘;ﬂ < n—1/3,
AN

Dans un deuxiéme temps, on utilise le corollaire 2.7 pour contrdler ’écart entre Z~
et son espérance :

W € (%,1),\75 < 20— 1,Pr(|Zos, — nln| > n*) = O(n~). (2.18)
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Cette quantité tend donc vers 0 quand n — +o0 On a donc avec grande probabilité
pour

2
Vv e (gzl)/ |1 Z>k, —ngxl < n', (2.19)

or Y, Py(|C(v)| > ku) =Ex[Z>k,] = nla(1+0(1)), donc, avec grande probabilité :

veE|(n]

2
Vv e (511)/ | Z>k, — BA[Zxg, ]| < 1" (2.20)

Dans un troisieme temps, on montre a 1'aide du théoréme 2.2 qu’avec grande pro-
babilité il n’y a pas de composante de taille intermédiaire, i.-e. pour k, = -log (n),

a = c'fyavecc > 1,¢ € [3,1] tels que c(1 — ¢’)? > 1, il n'y a pas de composante

connexe de taille comprise entre k; et an.
Dans un quatriéme temps, on applique le lemme 2.9, c’est-a-dire que conditionnel-
lement a I'événement &,, défini dans ce lemme,

sz” — |Cmax|. (2.21)

Ainsi, en combinant les résultats obtenus a chacune des quatre étapes de la preuve,
on obtient bien le résultat du théoreme 2.1. O

Preuve du lemme 2.3.
(1) Notons
n—(t—1)—5;1
So=1letVt € N*,S; =S, 1+ Y. B;i—1 (2.22)
i=1

le nombre de sommets actifs dans le processus d’exploration ot1 les B;; sont des va-
riables aléatoires de Bernoulli de parameétre p codant pour l'existence d"une aréte entre
le sommet courant v; du processus d’exploration et le i-eme sommet neutre a 1'étape
t. Les B;; sont indépendantes car l'existence d’une aréte entre v; et le i-eme sommet
neutre a I'étape t ne dépend ni des autres sommets actifs ou inactifs, ni des autres som-
mets neutres. On peut donc coupler ce processus au processus d’exploration de l’arbre
771,,9 et le résultat est alors immeédiat.

(2) D’apres le point précédent, on peut également coupler S; avec Sgk), nombre de
sommets actifs dans I'exploration de 7,

n—k
S¢ =1etvte N*, s =5 + Y B, —1 (2.23)
i=1

Pour prouver (2), il suffit alors de montrer que pour tout ¢, on a presque stirement soit
Sgk) < S;s0it Sp+t > ket St(k) +t > k. Procédons par récurrence sur ¢.
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Le cas t =1 est clair. )
Supposons que notre prédicat est vérifié pour un certain f fixé. Notons A; = {St( ) < S},

Bi={Si+t>k}etC={S" +t>k.
Sur I’événement B; N C; on a
n—k

SO +t+1=50 1¢4+ Y B, >k (2.24)
i=1
n*(tfl)*st_l
Sepi+t+1=8+t+ Y B>k (2.25)

i=1

donc By et C;yq sont vérifiés.

(k)

Sur A; N CB; on somme moins de Bernoulli dans I'expression de S 1

St11 donc on obtient Ay 1.

Reste a voir ce qui se passe sur A; N By N CC;. En ce cas, on a immédiatement Bt
presque stirement (conditionnellement a A; N B; N CCy) de par I’'expression de S;41. Sion
se place sur I'événement CA; 1, on obtient alors C; ;1 presque stirement donc le prédicat
est vérifié au rang t 4- 1. Dans le cas contraire, on est sur A;; ce qui donne trivialement
le prédicat au rang t + 1.

Dans tous les cas, on a réussi a montrer 1’hérédité, donc le prédicat est vrai pour tout ¢
ce qui acheve la preuve de ce lemme. O

que dans celle de

Preuve du théoréme 2.4.
Pour prouver ce théoreme, nous allons utiliser une approche par couplage. Soit N; le
nombre de sommets non explorés au temps t. Définissons un temps d’arrét 7

Te = min{t : Ny < n —k}. (2.26)
Puisque Ny 1 <n—(k—1)—1=n—kona 7; < k—1.On a donc trivialement
]Pnlp(|c(1)| > k) = ]Pn,p(st >0 Vt < Ty). (2.27)

Soit (X?)izl une suite de variables aléatoires i.i.d. ( indépendantes et identiquement
distribuées ) de loi Bin(n — k, p). Pour i < 7Ty, et conditionnellement a N;_1, soit Y; ~
Bin(N;_1 — (n — k), p) distribuée indépendemment de toutes les autres variables aléa-
toires évoquées. Définissons

X; =X~ + Y. (2.28)

De maniere évidente on a X; < XlS presque sirement pour tout i < 7Ty, tandis que,
conditionnellement a N;_1, X; ~ Bin(Nj_1, p) ce qui est nécessaire pour la relation 2.14.
Soit

SE=X{+ -+ X5 —(i—1) (2.29)

Alors pour tout t < T; on a S& < S;. En utilisant le couplage ci-dessus et le fait que
Te <k—1,0ona

{(Si>0VtE< T} D{SF >0Vt < T} 2{S- >0 Vt<k—1}={T= >k}, (2.30)
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ott T= = min{t : S = 0} est la progéniture totale d’un processus de branchement avec
distribution bindmiale de parametres n — k et p. Pour prouver le théoreme 2.4, il suffit
maintenant de passer aux probabilités dans 1’équation 2.30. O

Preuve de la proposition 2.5.
Pour la borne supérieure de P, (|C(v)| > ky), on utilise le lemme 2.3 ainsi que le théo-
réme 1.12 pour obtenir que

PA(IC(0)] > k) < Pyp/ul(T > ka) S PA(T* > k) +ked2/m,  (231)
or A2 = (1 + €?), donc il existe une constante C qui ne dépend pas de A telle que
P,(|C(v)| > kn) <PH(T* > ky) + Cky/n, (2.32)

ou T et T* désignent respectivement la progéniture totale d"un processus de branche-
ment binomial de parametres 1 et A /n et d'un processus de branchement de Poisson de
parametre A respectivement.

On précise cette majoration avec une inégalité exponentielle sur la loi de la progéni-
ture totale découlant de la propostion 1.11 :

P%(T* > ky) = PL(T* = 00) 4+ P (k, < T* < o0) (2.33)
= {y+O(e Fnlv)
=) +0(n~™)
={)+o(1/n)

car k;, = ﬁ log (n). A noter que le n grand, ne dépendra pas de A, car il provient de la
formule de Stirling, que et que 1'on a supposé € > n~1/3(log (n))/2. En réinjectant ceci
dans 1'égalité précédente, on obtient la borne supérieure de la Proposition 2.5.

Pour la borne inférieure, en utilisant les mémes théoremes que précédemment ainsi
que le théoreme 2.4 et en posant A, := A(1 —k,,/n), il vient :

k
PAC(0)| > k) > Py /(T > k) > B3 (T* 2 Je) = C2, (234)

ou T et T* sont respectivement les progénitures totales d"un processus de branchement
binomial de parametres n — k;,, et A/n et un processus de branchement de Poisson de
parametre A, respectivement. On sait que

P} (T* > kn) = G, + O(e M) = 73 +0(1/n), (2.35)

pour n grand, ne dépendant pas de A. Par le Théoreme des accroissements finis, on
obtient alors :

d
Mr, = 1A+ (An — )‘)ﬁﬂ)\h:/\;ﬁ =1+ O(kn/n), (2.36)
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pour un A} € (A, A), len grand ne dépendant pas de A.

Ainsi, puisque {} = 1—1#,,0onaaussi (), = () +O(k,/n). Enrassemblant ces résultats,
on obtient la borne inférieure de la Proposition 2.5.

La borne inférieure et supérieure ainsi obtenues achévent la preuve de cette proposition.

U
Preuve de la proposition 2.6.
Définissons
Zak =Y, Yo <k} (2.37)
ve(n]
Puis, comme Z_ = n — Z>,
V[ll’)\(ZZk) = V[li’)\(z<k). (238)
Ceci prouve que Vary(Z) < (Ak+ 1)nxx(A). En effet, il suffit d’observer que
Vary(Z<x) = IE/\[Z K = IEA[Z<I<]
ZZIP|C | <k IC(j)| <k)— ZIP|C )| <k)P(|C(j)| < k)
ijeln ijeln
= Z PACICH] <k [CGH) <k) - ]P/\(|C()|<k) ] (2.39)
i,j€n]
On fait alors une disjonction de cas dépendant de la communication entre i et j :
Vary(Zax) = ), PA(IC)] <k [C()| < ki e j) =PA(IC(H)] < k)] (2.40)
ijeln]
+ ) Pa(le@)] <k IC()l < ki< j)
i,j€[n]
De plus, on sait que quand i <+ jon a |C(i)| = |C(j)|, ce qui permet de calculer :
Z Py(IC(H)| <k |C()| < ki)=Y Balleu<iliion
i,jen] ijeln]
= Y Eallyieiyi<ny 2 i)
i€n] jeln]
= Y EAICH)|Ngca<ky]
ie[n]
— nxx(M). (2.41)

Simplifions maintenant la somme correspondant au cas ot i «» j et écrivons que,
pour! < k,ona:

Pr(IC@H =LIC(H) < ki j) (2.42)
=Pr(IC(H)| = DPy (i «» j|C(H)] = 1) PA(IC(j) <Kli +» j,|C(i)| = 1)
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Quand |C(i)| = l eti < j, laloi de |C(j)| est la méme que celle de |C(1)| dans un
graphe aléatoire a n — | sommets et probabilités d’arétes p = A/n, i.e.,

Pur(IC()] < k|i e j, [C(D)| = 1) =Py (IC(1)] <), (2.43)

ot IP,, ) désigne la probabilité d’existence des arétes du graphe ER,(A/n).
Ainsi,

Py (IC()] < k[i < j,1C(H)] =1) (2.44)
=Py (IC)] < k) =Pua([CD] <k) +Pupa(IC)] < k) = Pua(IC(1)] <k)

On peut coupler ER,,_;(p) et ER,(p) en rajoutant les I sommets manquants {n — I +
1,..,n} eten occupant les arétes st avecs € {n —1+1,...,n} ett € [n] indépendemment
avec probabilité p.

On remarque que dans ce couplage IP,,_; 1 (|C(1)| < k) =P, A(|C(1)| < k) est égal a la
probabilité de 1'événement {|C(1)| < k} dans ER,,_;(p), mais aussi a la probabilité de
I’événement {|C(1)| > k} dans ER,(p).

Si |C(1)] < k dans ER,,_;(p), mais |C(1)| > k dans ER,(p), alors au moins un des
sommets {n — I +1,...,n} est relié presque stirement & un des au plus k sommets de
C(1) dans ER,,_;(p). Ceci avec probabilité au plus lkp :

PA(IC()| < ki« j|IC()] = 1) = PA(IC()] < k) < IkA/n (2.45)
Ainsi,

Y. [PA(IC@I <k ICH)| < ki« j) =Pr(IC(H)] < OPA(C()] < k)]

ij€(n]
=l Akl
< Z 2 —Pa(le() = — Z EA[IC () 11y <k)]
=1ijen z]e[n]
= nk)\)(<k()\) (2.46)
Ceci, combiné avec (2.40) et (2.41) conclut la preuve.
0
Preuve du corollaire 2.7.
D’apres la Proposition 2.5,
E[Zor,] = nPA(IC(0)] = kn) = ndp +O(k), (2.47)

et ainsi, pour n assez grand (qui ne dépend pas de A) et puisque k, = o(n"), il vient :

UZsk, = BAlZsp, ]| £ n"/2} C{[Zsg, —nlal <n'} (2.48)
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Comme x .k, (A) < ky, d’apres I'inégalité de Chebychev (Théoreme 1.6 ) et la Proposi-
tion 2.6,

PA(|Z5k, —nlal > n") <PA(|Z5k, — Ex[Z5g,]| > n"/2)
<4n *Vary(Z>y,)
< 4nl (AR + ky)
<n?° (2.49)

ceci pour tout § < 2v — 1 et n assez grand (qui ne dépend pas de A), étant donné que

kn = 1. log (n).
[]

Preuve de la proposition 2.8.
Ona:

oan
Py (kn < [C(v)] < an) Z PA([C(v)| =t) < Y PA(S; =0), (2.50)
t=ky, t=ky
oS =S5_1+X,—1.0naS ~Bin(n—1,1—(1—p))+1—toup=12 A d’apres la

Proposition 2.10. Par conséquent, pour p = %,

P)(S; =0) =P(Bin(n—1,1— (1—-p)") =t —1), (2.51)

o, par abus de langage, IP(Bin(m,q) = s) désigne la probabilité qu'une variable aléa-
toire de loi Binomiale de parametres m et q prenne une valeur s.

Pour comprendre I'apparition d’exponentielles dans I'inégalité (2.12), remarquons que
pourp =2 ett = |an],

1-(1-p)f=1-(01- %)WJ = (1—e™)(140(1)) pour n>2A.  (2.52)

2[X
En effet, pour n > 247, (1 — %) Lan] > e~ M= De plus, 'unique solution dans (0,1] de
l'équation 1 — e~ = w est « = {; ( Proposition 2.11).

Sia < ) alorsa < 1—e*, et donc g(w;A) := (1 —e)/a < 1. Par conséquent,
J(a;A) = Igq;p) > 0, et dong, la probabilité dans I'égalité (2.51) est exponentiellement
petite.

Par l'égalité (2.51) et en remarquant que 1 —p < ¢ 7 et donc que 1 — (1 — p)! >
1—e P

Py(St=0) = Py(Bin(n—1,1—(1—p))=t—-1)
< Py(Bin(n—1,1—(1—p)) <t—1)
< P)(Bin(n,1—(1—p)") <t) <P (Bin(n,1—e P) <t)
_ ]P/\(e—sBm(n,l—e IS e—st)
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On a donc: ‘ »
P)(S; = 0) < Py (e sBin(nl=e) > p=sty (2.53)

et ceci quelque soit s>0.
On a de plus grace a I'inégalité de Markov ( Théoreme 1.5) :

est]E[esBin(n,lfe*pt)] _ est((l _ efpt)efs + efpt)n
eSt(1+ (1 —e P (e — 1)) < esttn(l—e)(1-e7)
est—&-n(l—e*/\t/”)(l—e*s)

P,(S; =0)

I IA

4

Ou on utilise le fait que 1 — x < ¢~ * dans la derniere égalité. Doncon a :
I[))L(St — 0) < €St+n(1,e—ﬂ/")(1,e—5), (254)

Soit
s* =log(n(1—e MM /1), (2.55)

le minimisateur de la fonction s +— st +n(1 — e PH)(1 —e~9).
Soit t = Bn et g(B;A) = (1 — e *P)/B. Remarquons que limg og(B;A) = A > 1, et

que g(Cx; A) = 1 d’apres la Proposition 2.11.
De plus, la fonction g — g(B; A) est décroissante, donc :

I oy 8BA) -
%g(ﬁ,)t) =55 [(BA)e Pr —1] < 0. (2.56)

Par conséquent, s* > 0 lorsque t = |an| avec a« < ). L'inégalité 2.54 pour s = s* =
log(n(1—e~*/")/t) nous donne :

P, (S =0) < e tlog g(t/mA)=1=g(t/mA)) — p=tle(t/na) (2.57)
De plus, comme A — I décroitet que t/n < a < (,, alors:

P)(S; = 0) < e Hstwn) = p=H(®d), (2.58)

On a donc pour finir :

Py(ky < [C(v)] <an) < VI PA(Sr=0) < 3l e t(aA)
< e hill@) /(1 — e T,
On a bien:
Py (k, < |C(v)] < an) < e k@t /11 — =)@, (2.59)

Supposons maintenant que € —> 0 quand n — oo et observons le comportement
de la borne.
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On sait que J(a, A) ~ % et que [ ~ %, donc
p—knl(@h) — o iylog (@A) o —c(1—c')? (2.60)
D’autre part,
1—e 1@ <~ J(a, 1) ~ €% (2.61)

Ainsi, la borne est équivalente a n<(1=¢)’¢=2_ Or on sait que € > n~1/3(log (n))'/2,

2
—C(l—C/)Z -2 712/37c(17c/)
donc n €K g ()

Ceci conclut la démonstration de la Proposition 2.8. O

Preuve du théoréme 2.2.
Par union et indépendance des sommets, on a:

_kn](“/)‘)
Py (30 : ky < |C(v)| < an) < nPy(ky < |C(1)| < ) < 25

<) < Sy (2.62)

la deuxiéme inégalité découlant de la Proposition 2.8.
Si A > 1 ne tend pas vers 1, alors J(«, A) /I, est borné. Le terme de droite étant dans ce
casun O(n=%) ot1d = 1-J(a,A) — 1, il existe alors un 0 < ¢’ < J, ne dépendant pas de A

tel que le terme de droite soit un O(n_‘s/). Si maintenante — 0,i-e. A — 1,0ona

—kn](D(,/\)
he " plec(1=c)?
T oI n . (2.63)
Donc on a bien le résultat dans ce cas-ci également. O

Preuve du lemme 2.9.

Pour montrer que &, a lieu presque stirement, notons &;, le complémentaire de &, et
montrons que celui-ci n’arrive jamais avec grande probabilité.

D’apres le Corollaire 2.7, P (| Zsy, — nlx| > n¥) = O(n~?%) et d’apres le Théoreme 2.2,
P, (Jv € [n] 1k, < |C(v)| < an) < O(n~°).

Ces deux majorations impliquent donc IP) (£5) = O(n~°).

Il s’agit maintenant de prouver que |Cyax| = Z>i, sur I'événement &,. Pour ce faire
remarquons d’abord que {|Z>y, — (a| < n"} C {Zsk, < 1}. Ceciimplique que |Crax| <
Z>y, lorsque I'événement &, a lieu. De plus, |Ciax| < Zsg, implique qu’il existe deux
composantes connexes de taille au moins k.

En outre, £, implique qu’il n’existe pas de composante connexe de taille comprise entre
k, et an. Par conséquent, il existe deux composantes connexes de taille au moins an.
On a donc Z>, > 2an. Lorsque 2a > (, et n suffisamment grand, on a alors une
contradiction avec Zy, < (a1 + n". On en déduit alors que |Cpax| = Z>k,,-

O
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Preuve de la proposition 2.10. Soit N; le nombre de sommets neutres au temps t > 0. On

a donc
Ny=n—t— St. (264)

Remarquons que X ~ Bin(m, p) lorsque Y = m — X ~ Bin(m,1 — p). Pour montrer la
Proposition 2.10, il suffit alors de montrer que pour tout t > 0,

N; ~ Bin(n —1,(1 - p)"). (2.65)

Pour prouver la relation (2.65), nous pouvons voir que chaque sommet de {2, ..., n} a
une probabilité (1 — p)! de rester neutre apres t étapes (en supposant que I’on commence
par le sommet 1). Par la relation (2.14) on a, conditionnellement a S;_1, X; ~ Bin(n —
(t—1) —S;_1,p) = Bin(N;_1,p). Sachant que Ny =n —1,0ona:

Ny=n—t— St =n—t— St—l - Xt +1= Nt—l — X~ Bin(Nt_l,l - p) (266)
On conclut maintenant facilement par récurrence sur t. O

Preuve de la proposition 2.11. La fonction génératrice d"une loi de Poisson de parametre

A est: .
gPoiss(s) = ZEO:OS ]P(X = k)
Y oske M (A)K/k!
= e AR (sA)k/k!

— e—AesA

= e)\(S*l)

Or on sait que la probabilité d’extinction 77, d"un processus de branchement de Poisson
de parameétre A est un point fixe de la fonction génératrice. Donc

= eMn=b (2.67)
Donc si on note ()} = 1 — 7, la probabilité de survie, on a

1-g, = eM=a-1)

Ce qui conclut la démonstration. O



Chapitre 3

Régime sous-critique

3.1 Ordre des composantes maximales sous-critiques

On se réferre ici a [1].

Apres avoir étudié pleinement le régime sur-critique A > 1, nous nous tournons
maintenant vers le régime sous-critique A = 1 —¢€ < 1,otie > n~/3log (n)l/ 2. Si dans
le cas sur-critique il existait une unique composante de taille maximale, géante, il n’en
est rien dans le cas sous-critique. Nous allons voir que 1’on a en fait le résultat suivant :

Théoréme 3.1 (Ordre des composantes maximales sous-critiques).

Ona Ll
DlCnax| 2 (3.1)

log (n)
oit Iy est défini en (2.2).
Les composantes maximales sont donc d’ordre log (1), ce qui est bien moins impres-

sionnant que l'ordre n de la composante géante du régime sur-critique.
La preuve de ce théoreme découle des deux théoremes qui suivent :

Théoréme 3.2 (Borne supérieure sur les composantes sous-critiques maximales).
Pour tout ¢ > 1, il existe 6 > 0 tel que :

PA(|Crex| > 1-log () = O(n™). (3.2)

Théoréme 3.3 (Borne inférieure sur les composantes sous-critiques maximales).
Pour tout ¢’ < 1, il existe 8' > 0 tel que :

/

P (|Cax| < f—Alogm)) =0(n™"). (33)

27
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Proposition 3.4 (Une autre estimation sur la variance de Z~). Pour tout n,k € [n] et pour
tout A > 0,

Vary(Zsg) < nx>k(A), (3.4)

x=k(A) = E[|C(0)[1yic(0)zk} - (3.5)

Evidemment, par indépendance, x >x(A) ne dépend pas du sommet v choisi.

Admettons temporairement ces résultats afin de prouver le théoreme 3.1 dans la
section suivante.

3.2 Preuves des résultats sous-critiques

Preuve du théoreme 3.1.
Soit: > 0.0Ona

ol 112 ) = ([ Coas| — log 1)/ 4] > s10g (1)
= P)(|Cpax| —log (n)/Iy > tlog(n))
+ Py (|Crax| —log (n) /1) < —1log (n))
= ]P/\(’Cmax’ > (‘+1/I/\) log (I’l))
+ PA(|Cimax| < (1/1) — 1) log (n))
< ]P)\(|Cmax| > (l+ 1/17\) log (n)>
+ P)(|Crax| < (1/I) + 1) log (n))

P (]

Par les théoremes 3.2 et 3.3, ces deux quantités sont respectivement O(n =) et O(n~%")
pour § > 0 et > 0 bien choisis, donc ceci tend bien vers 0 quand n — oo. O

Preuve du théoreme 3.2.
Comme dans les sections précédentes, on considére la variable aléatoire Z- ¢ our
p ’ >+ log(n) p
A

¢ >1.0npose k, = 1 log (n) etona
EA[Z>k,] = nPA(IC(1)| = kn) (3.6)
On utilise alors le lemme 2.3 qui nous donne que
PA(IC(1)] > kn) < Py ul(T > k) (37)

ou T désigne la progéniture totale d'un processus de branchement binomial de para-
metres n, A/n.
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On considere le processus S; = Xj + ... + X; — (t — 1) ot1 (X;);>1 est une famille de
variables i.i.d. de loi binomiale de parametres n et A /n. Il vient alors :

I[)n,/\/n(T > t) < ]I)n,)\/n(ét > O) = an,Mn(Xl + ...+ Xt > t) < eitl’\, (38)

l'inégalité découlant du fait que X; + ... + X; ~ Bin(nt, A/n) et du lemme 1.10.
On a alors

PA(IC(1)] > ky) < el (3.9)
et donc on obtient
P (|Crax| > Iilog (n)) < ne” 08I _ pi—c (3.10)
A
On posealorsé =c—1 > 0. O

Preuve du théoreme 3.3.
On vérifie aisément que IP) (|Cpiax| < k) = Py (Z>f = 0). Il nous sulffit alors de démon-

trer que Py (Z>f, = 0) = O(n=), ot k, = %log (n) avec ¢’ < 1. Nous allons dans ce
but appliquer I'inégalité de Chebychev.
Commengons par alléger les notations

Por(A) = PA([C(0)] = K). (3.11)

On a alors
]E,\[sz] = ank(A) (3.12)

Notons T un processus de branchement binomial de parametres n — k, et p = A/n.
D’apres le lemme 2.3, on a

Psy, (A) > Py, (T > ky). (3.13)

Notons T* la progéniture totale d'un processus de branchement de Poisson de para-
metre A, = A(n — k;,)/n. Par le théoréeme 1.12 on a

¢ e o c'A?log (n
]Pnfkn,p(T > —log(n)) = IPA,,(T > —log(n)) +O(—g( )) (3.14)
I)\ I)\ I/\I’l
De plus, par la proposition 1.11,
* * ol - * * - (/\ k)kil —Ank
Py (T* > H1og(n)) = ) P (T"=k= ) ”Te . (3.15)

k:% log (n) k:% log (n)

La formule de Stirling nous donne

b = 5y vark( +o1)), (3.16)
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donc en utilisant les définitions de I, et A,,, on observe que Iy, = Iy +0(1) puis
ol 1 > 1 1, < log (n)(1+0(1))
Py (T* > —log (n)) = — — = e k(14 0(1)) > e M8 .
T2 g = X e o)
=1, log(n)
(3.17)
Il vient alors qu’avec k,, = %log (n)etpourtout0 <a <1-¢,

Ex[Z5k,] = nPsg, (A) > nl1=10F00) > ye, (3.18)

pour n assez grand (qui ne dépend pas de A car ceci vient de Stirling).
On s’attaque maintenant a la variance de Z-, en utilisant la proposition 3.4. Pour
n‘importe quelle variable aléatoire X a valeurs entiéres, on a

E[X1xsp] = kKP(X > k) + i P(X =t). (3.19)
t=k+1

D’apres l'inégalité 3.9 et par définition de x>, (1),

n n
Xty (A) = knPo, (M) + Y Pop(A) < ke D0 o= (E=1)
t=k,+1 t=k,
e—knly /

—(ky—1)I _ —
< ke KD 4 gy = Olkun ™). (3.20)

En appliquant la proposition 3.4, on obtient

/

Vary(Zsk,) < nxsk, (A) < O(kyn'™), (3.21)
d’autre part, pour n assez grand,
]E/\[szn] > n*. (322)

Ainsi, par I'inégalité de Chebychev, pour n assez grand,

VWA(Z>k )
P.(Z < MGk )
MZzk,) < EA[Z>, ]2

< O(kyn=—2). (3.23)
On remarque que 20 — (1 —¢’) > 0quand 0 < &« < 1 — ¢’ donc
VO<d& <20—(1—¢), Py(Zsp,)=0m""). (3.24)

On conclut la preuve en utilisant le fait que

IPA(|Cmgx| < kn) = IP/\(Zan = 0) (3.25)
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Preuve de la proposition 3.4.
La preuve ressemble assez a celle de I’estimation dans le cas sur-critique. Nous avons

Vary(Zs) = Y. PA(IC()| = K, |C(j)| > k) —PA(IC(D)] > k)?]. (3.26)

ijeln]
On conditionne par i <> j

PA(IC(0)] = k [C()] = k) =PA(IC()| > ki < )
FPICH)| 2 hICH 2 kiw)).  (2)

D’autre part,
PaIC@)] = LICH) = ki« j)
= P(|C(i) = Li «» PA(ICG)] = K|IC()| = 1,i  j). (3.28)

Quand [C(i)| =l eti «» j, tous les sommets dans des composantes autres que C(i), dont
j en particulier, forment un graphe ER,,_;(A/n). Comme la probabilité de I’événement
{IC(j)| > k} dans ER,(p) croit avec n,

PA(IC(7)| > k|IC(H)| = Li + j) <PA(IC(j)| > k). (3.29)
Pour tout ! > 1, il vient alors
Pr(IC(H)| = LIC(j)| = ki« j) =PA(|IC(H)| = DPA(IC(j)| = k) <0, (3.30)

d’ou

Vary(Zsy) < Z PAr(|C(Q)| > k,i < ]). (3.31)
i,j=1

Ainsi,
Vary(Zz) < Z .Z Exlliieq =i ecan]

= Z ]E/\ ]1{|c 1=k 2 Ljeci)- (3.32)

j€ln]

Comme Z[} Ljeci)y = |C(i)| et par indépendance des sommets,
j€ln

Vary(Zsr) < Y BA[[C)I ey zk] = HEAIC(D) ey sky] = nx=k(A).  (3.33)

ie[n]

Ceci acheve la preuve. O



Chapitre 4
Régime critique

En vue des chapitres précédents, on est ammené a croire que pour le cas critique,
A = 1, la plus grande composante est d’ordre 1n?/3, et de plus, qu'il existe une fenétre
critique de A = 1+ O(n~1/3) dans laquelle cela reste vrai. Nous allons donc dans ce
chapitre donner des arguments heuristiques dans cette direction. Pour des arguments
complets, on peut se référer a D. Aldous [5] qui étudie en détail la fenétre critique.

Reprenons le graphe ER,,(p) avec maintenant A = 1 soit p = 1/n. Nous avons alors
le théoreme suivant :

Théoréme 4.1 (Taille de la composante maximale dans le cas critique). Soit ER,(p) le
graphe d’Erdos-Rényi a n sommets avec une distribution d’arétes de probabilité p=1/n. Alors

|Couax| = ©(1%/3). 4.1)

Preuve du théoreme 4.1.

Considérons une marche S, = 1+ Y, +...+Y,ouY; € {-1,0,1,...} Vi € N.On a
donc Vi € N, Y; ~ (Bin(n,1/n) — 1) et donc S, ~ (Bin(nm,1/n) —m+1). Or lorsque
n est grand, d’apres le théoreme 1.12, on peut assimiler une loi Binomiale de parametres
n et p a une loi de Poisson de parametre np.

D’ou
P1(Ho 2 k) = Yu>xP1(Ho =m)
(d'apreslaprop 1.8) = ¥,k P1(Smu = 0)
= Yok =P (Bin(nm,1/n) =m —1)
~ Yk P (Poiss(m) = m —1).
Or )
1 , B 1, m"
E]P(POZSS(TI/[) =m — 1) = Ee m (42)
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Et d’aprés le théoreme 1.9, on a

1 . B B . l —m mm—l
%IP(POISS(m) =m 1) — m@ (m_l)m—lgf(mfl)\/Zn’m
- le_m mm—l
m . (m)m=Le=m\/27rm
- my/2mm
Donc 1 1
Py (Ho > k) ~ Z N Z m=3/2 o 1/2, 4.3)

m>k m/2mm m>k

On cherche maintenant de maniére non rigoureuse un « tel que |Cpax| = O (n%).
Calculons donc [E[Z>2]. On a d’apres le lemme 2.3

E[Zzna] = IE[ Z ]1{|C(U)|Zn“}] ~ IE[ Z H{Hozn“}] = nI[)l(Ho > 7’1“) = n.n*"‘/z.
]

ven ve(n|
Or on veut E[Z> ] = ©O(n%) soit :
nn~%2 ~ pt
W32
v~ 3
Finalement on a bien
[Cnax| = @ (1) (44)

On voit donc bien apparaitre un #%/3. Il nous reste maintenant a le montrer de ma-
nieére plus rigoureuse. Pour cela, il suffit de majorer et de minorer |C(v)|.

Commencons par la majoration.
Montrons que Ve > 0,dC < oo tel que

IP(3v, |C(v)| > Cn?/3) < ¢ (4.5)

Soit ¢ > 0. Prenons un C < co de maniére arbitraire

P(3o, |C(v)| > Cn?/3) P#Cscpps > 1)

(d’apres Markov) < IE(#C;CHM)
< E(chnzm)/cnz/g)
ou #C, c,2/3 est le nombre de composantes de taille supérieure ou égale a Cn?/3.
Or il existe C’ tel que
E(Zcpss) < C'n?/3 (4.6)

On a donc c
IP(3v, |C(v)| > Cn?/3) < Y (4.7)
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. . . / . . .
On peut donc choisir C afin de rendre % < ¢ et donc nous donner la majoration souhai-
tée.

Pour la minoration, il faut se référer a [1]. O]



Chapitre 5

Simulations

5.1 Code R pour les simulations

La fonction Bernoulli génére un k-échantillon de Bernoulli de parametre p.

Bernoulli=function (k, p)
{

u=runif (k)

res=(u<p)

return (res)

La fonction SimuleER génére la matrice du graphe ER(n,A/n).

SimuleER=function (n, lambda)

{
ER=diag (n)
X=Bernoulli (n* (n-1) /2, lambda/n)
ER[lower.tri (ER,diag=F) ]<-X
ER=(ER+t (ER) ) —-diag (n)
return (ER)

decoupefamille est une fonction esclave pour la fonction TailleCompoDFS, elle
sert a supprimer les arétes éventuelles dans ER reliant les sommets de famille.

decoupefamille=function (ER, famille)
{

M=ER

nb=length (famille)

for (1 in 1:(nb-1))

{

35
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for (7 in min(i+1,nb) :nb)
{

M[famille[i], famille[j]]=0
M[famille[]j], famille[1i]]=0

}

return (M)

La fonction TailleCompoDF'S utilise la méthode Depth-First Search pour explo-
rer la composante du sommet k étant donné la matrice ER du graphe. Cette fonction
retourne une liste de 3 éléments : la taille de C(k), la matrice ER actualisée pour la der-
niére étape de la récursion (ceci a une utilité uniquement dans le programme codant la
fonction) et la liste des sommets présents dans C (k).

TailleCompoDFS=function (k, ER)
{
X=ER-diag (dim (ER) [1])
if (sum(X[k,]==1)==0)
{
return(list (1,ER, k))
}
else
{
offsprings=which (X[k, ]==1)
nboffsprings=length (offsprings)
DFS=1
present=k
ERd=decoupefamille (ER, c (k,offsprings))
for (i in offsprings) #récursion
{
if (!is.element (i, present))
{
TCDFS=TailleCompoDFS (i, ERd)
DFS=DFS+TCDFS[[1]]
ERA=TCDFS[[2]]
present=c (present, TCDFS[[3]1])

}
return (list (DFS, ERd, present))

La fonction TailleComposantes rend une matrice ou la premiere colonne donne
un représentant de chaque composante et la deuxieéme la taille de chacune de ces com-
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posantes.

TailleComposantes=function (ER)
{
n=dim (ER) [1]
M=NULL
dejavu=NULL
for (i in 1:n)
{
if (!is.element (i,dejavu))
{
TCDFS=TailleCompoDFS (i, ER)
M=rbind (M, c (i, TCDFS[[1]1]))
dejavu=c (dejavu, TCDFS[[3]1])
}
}
M=M[order (-M[,2]),]
return (M)

On se contentera ici d'une approche DFS pour déterminer la taille des composantes
de ER,(p), les résultats obtenus avec la méthode BFS seraient, rappelons-le, évidem-
ment les mémes.

5.2 Présentation de simulations

Quelques exemples de données retournées par le programme pour des valeurs dif-
térentes de n et A. On observe bien les régimes sous-critique, critique et sur-critique
décrits plus haut de plus en plus prononcés quand n est grand. Notons que les tailles
indiquées ici peuvent étre répétées car il s’agit de ce que retourne les deux premieres
tailles de TailleComposantes donc siil existe deux composantes disjointes de méme
taille, il y aura répétition (voir derniere ligne du tableau par exemple).

A n =100 n = 1000
81 2 785 5

1.2 37 13 396 24
1.1 31 28 124 101
1 12 11 58 34
0.9 8 7 33 25
0.5 5 4 9 9
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